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die Zellenlinge zur Messung von Energien >5 GeV/
Nukl. mindestens 4000 x betragen muf}. Nur aus
Messungen an Spuren langer als 20 mm pro Emul-
sionsschicht kann daher das Energiespektrum bis
zu Energien von 5 GeV/Nukl. richtig erhalten wer-
den.
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Zum Zusammenhang zwischen S-Matrix und Normierungsintegralen
in der Quantenmechanik

Von GERHART LUDERS

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik, Gottingen
(Z. Naturforschg. 10a, 581—584 [1955]; eingegangen am 11. Juni 1955)

Durch Untersuchung der Schrodinger-Gleichung fur die S-Zustinde eines spinfreien
nicht-relativistischen Teilchens in einem kugelsymmetrischen Potential endlicher Reich-
weite wird gewonnen: 1. eine neue Ableitung des Zusammenhangs zwischen Residuum
der S-Matrix an den gebundenen Zustédnden zugeordneten Polen und dem Normierungs-
integral der Wellenfunktion; 2a) fiir Streuzustinde ein Zusammenhang zwischen Ande-
rung der S-Matrix mit der Wellenzahl und dem innerhalb der Reichweite liegenden Teil des
Normierungsintegrals; 2b) eine hieraus folgende Ungleichung, die kiirzlich von Wigner

angegeben wurde.

Nach Kramers?! bestimmen die Pole und Null-
stellen der S-Matrix S(k) auf der imaginiren
k-Achse die stationdren Zustinde des betreffenden
quantenmechanischen Systems. Es konnte {iiber-
dies gezeigt werden?, daf} das Residuum von S(k)
an den Polen (k= 4+ vx%,) bzw. der Wert von
dS(k)/dk an den Nullstellen (k=-—ix,) mit dem
Normierungsintegral der Wellenfunktion des sta-
tiondren Zustandes in einfacher Weise zusammen-
hiangt. In der vorliegenden Arbeit wird zunichst
eine Verallgemeinerung dieses Resultats abgeleitet
[Gl. (20)], und zwar durch unmittelbare Unter-
suchung der Anderung der Losung der Schrodin-
ger-Gleichung bei differentieller Anderung der
Wellenzahl k. Durch Spezialisierung wird hieraus
einerseits der bereits bekannte Zusammenhang
zwischen S-Matrix und Normierungsintegral fiir
stationéire Zustinde gewonnen [Gl. (22)], anderer-
seits wird fiir endliche Reichweite r, des Wechsel-
wirkungspotentials ein bisher anscheinend nicht

1 H. A. Kramers, unveroffentlicht; zitiert in den
in Anm.?2 genannten Arbeiten.

2'W. Heisenberg, Z. Naturforschg. 1, 608 [1946];
C. Moller, Dan. Mat. Fys. Medd. 22, No. 19 [1946].

3 E. P. Wigner, Phys. Rev. 98, 145 [1955].

4 Man vermeidet so die ,,iiberzihligen Nullstellen*‘.
Es scheint aber, daf3 die Funktion S (k) [ebenso wie die
weiter unten definierten Funktionen a (k) und b (k)]
dann grundsatzlich eine wesentliche Singularitit bei
k= o besitzt. Obwohl dem Verf. ein strenger Beweis

mitgeteilter Zusammenhang zwischen der Ande-
rung von S(k) auf der reellen k-Achse und dem
Anteil des Normierungsintegrals innerhalb der
Reichweite erhalten [Gl. (25)]. Diese neue Bezie-
hung ist von Interesse bei der physikalischen Dis-
kussion sogenannter quasistationarer oder zer-
fallender Zustinde. Sie fithrt ferner unmittelbar
zu einer kiirzlich von Wigner? angegebenen Un-
gleichung.

Die Untersuchung soll beschrinkt werden auf
die S-Zustinde (Drehimpuls null) nicht-relativisti-
scher spinfreier Teilchen in einem kugelsymmetri-
schen Potential endlicher Reichweite?. Statt des
asymptotischen Verhaltens der Wellenfunktion darf
daher ihr Verhalten auflerhalb der Reichweite 7,
betrachtet werden. Das Potential soll frei von Sin-
gularitidten sein. Driickt man, wie iiblich, die Wel-
lenfunktion v (r) durch

u(r) =ry(r) (1)

nicht gelungen ist, durfte die Behauptung folgender-
mafen plausibel gemacht werden koénnen: 1. einfache
Beispiele (z.B. Kastenpotential) liefern stets ein S (k)
[a (k), b(k)], das meromorph, aber nicht rational ist;
2. die von V. Bargmann * untersuchten rationalen
S (k) fihren zu Potentialen mit unendlicher Reich-
weite; 3. das Versagen der Bornschen Niaherung fir
|k |= o (k jedoch mit nicht-verschwindendem Imagi-
nirteil) deutet auf eine wesentliche Singularitat hin.

*V. Bargmann, Rev. Mod. Phys. 21, 488 [1949].
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aus, so lautet die Schrodinger-Gleichung fiir S-
Zusténde

w’ (r) + (B2 —V(r)u(r) =0, 2)
wobei zur Vereinfachung
F=1,m=1/2 (3)

gesetzt wurde. Resultate, die V(r) nicht explizit
enthalten, werden durch die Vereinfachung (3)
nicht beeinflult. Striche bedeuten Ableitungen
nach der Koordinate r. Die erlaubten Losungen der
Gl. (1) sind durch ihr Verhalten bei r=0 gekenn-
zeichnet:

u(0) = 0. (4)

Die vorausgesetzte endliche Reichweite des Poten-
tials bedeutet
V(r) =0 fir r> 7, 5)

Es sollen jetzt einerseits Losungen u, (r) mit den
Anfangsbedingungen

U, (0) =0, ' (0) =1 (6)

betrachtet werden ; fiir » >, besitzt u, (r) notwen-
dig die Form
Uy (r) = a(k) et + b (k) e—t*r. (7)

Die Funktionen a (k) und b(k) sind ganze analy-
tische Funktionen der Variablen k. Die Differential-
gleichung (2) besitzt reelle Koeffizienten fiir reelle
und rein imagindre Werte von k. Da ferner die
Anfangsbedingungen (6) reell sind, so ist auch die
Losung %, (r) reell fiir reelles und rein imaginéres k.
Die Funktionen a (k) und b (k) sind daher auf der
reellen k-Achse konjugiert komplex und auf der
imaginédren k-Achse beide reell.

Andererseits sollen Losungen wu,(r) verwandt
werden, die sich fiir »> r, darstellen lassen

uy(r) = ekt — S(k) etikr (8)

und auBerdem natiirlich die Randbedingung (4)
befriedigen. Offenbar besteht der Zusammenhang

Uy (r) = b(k) uy(r), S(k)=—a(k)/bk). (9)

Die nachfolgende mathematische Beweisfiihrung
ist einfacher fiir die Funktionen u,(r); von grofe-
rem Interesse sind dagegen Aussagen, die die
Funktionen u, (r) enthalten.

Fiir die zu beweisende Hauptgleichung wird der
Differentialquotient der Losung %, (r) nach k be-
notigt

wy (r) = 0uy (r)/0k . (10)

Die Funktion w,, (r) ist definiert durch die Differen-
tialgleichung

G. LUDERS

w” (r) + (k2 —V(r)) wi(r) = —2kaa(r) (11)
und die Anfangsbedingungen
wy (0) = w;/(0) = 0. (12)

Man kann w,(r) explizit angeben, wenn man an-
nimmt, dal} auller 7%,(r) eine zweite, linear unab-
hingige Losung der Gl. (2) bekannt ist. Man wéhle
hierfiir etwa diejenige Losung, die fir » > r, die
Gestalt

Sk (,) — etkr

(13)

besitzt; diese Funktion ist fiir b(k) 0 von %,(r)
linear unabhéngig. Da man die Funktion s,(r) in
Wahrheit nicht kennt, darf sie in dem letztlich in-
teressierenden SchluBresultat [Gl. (20)] nicht auf-
treten. Dieses SchlufBiresultat erweist sich iiberdies
als unabhingig von der speziellen Wahl (13) der
Hilfsfunktion. Die Losung des durch Gln. (11) und
(12) definierten Problems lautet

r

wy (r) = W j A U () (W) 85(r) — 84.(7) W (1)
0

(14)
und speziell fiir r>7,
i ( e ’ g ’ ik
wy (r) = %) dr’ w (r') (uk (r') et®r
0
— 8 (') {a (k) 7 + b(k) e=*r}).  (15)
Durch Differentiation nach » folgt dort
r
1 ’ /b 1 Y~k ’ o ’ ikr
7 Wr (r):——b(k) dr uk(r)(uk(r)e
0
— 8, (r') {a (k) e*r —b (k) e=¥r}) . (16)

[Man beweist Gl. (14) am einfachsten durch Ein-
setzen in GIl. (11) unter Beachtung der Tatsache,
daBl die aus %, (r) und s,(r) gebildete Wronski-
Determinante unabhéngig von » den Wert

Uy (r) sy’ (r) — 8¢ (r) Wy (r) = 20k b(k)
besitzt.] )
Die in GI. (7) auftretenden Koeffizienten a (k)
und b(k) lassen sich durch die Losung %,(r) und
ihre erste Ableitung nach » (fiir » > r,) ausdriicken:

(17)

1 (o 1 - )
a(k) = iy (u,C (r) + = Uy (,-)) e—ikr,

1 1 X
b (k) = ) (771; (r)— T ' (r)) g,

Fiir die Ableitung dieser Koeffizienten nach k er-
hilt man somit unter Beachtung von GI. (10):

(18)
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da (k) 1 1 , it
T = 7 (e + 5w () e

—ira(k) _2_1k (a (k) — b (k) e-2ikr),

db (k) 1 1 .
(wk (r)—_/i—k_ wy (’)) etkr

(19)

+irb(k) + —2—% (@ (k) e2¥r —b (k).

Hier kénnen auf der rechten Seite jetzt Gln. (15)
und (16) eingesetzt werden. Man erhilt ein Resul-
tat, das die Hilfsfunktion s;(r) nicht mehr enthélt,
indem man (fiir » >r,) bildet:

da (k)

b (k) —g7——ak)

db (k) N ,
Tt [ (uk(r ))2 d»” (20)
0

— 2ara (k) b (k) __2—11? [(a(k))? e2ekr — (b(k))2 e-2ikr]

Dies ist die Hauptgleichung, aus der durch Spe-
zialisierung die beiden angekiindigten Resultate
gewonnen werden sollen. Man priift iibrigens leicht
nach, dall die rechte Seite wirklich von r unab-
hingig ist (vorausgesetzt, dall »> 7).

Es liege zunichst eine Nullstelle von a(k), und
damit von S (k) %, auf der negativ-imaginiren Achse
vor:

a(—ix,) =0, S(—ix,) =0,

%, > 0. (21)

Lésung (7) ist dann quadratisch integrierbar; es
liegt ein stationdrer Zustand des Systems vor?.
Dividiert man GI. (20) durch [b(—7%%,)]? und geht
auf der rechten Seite mit r gegen unendlich, so
erhidlt man?
dS (—ixy,) 1 da (—ix,)
dk T b (—iny,) dk

= % § (u_i,{n (r))2 dr.

Hierbei wurde von GI. (9) Gebrauch gemacht. Be-
achtet man, daf} u (r) eine reelle Funktion ist®,

(22)

so sieht man, dal} rechts in der Tat das Normie-
rungsintegral dieser Funktion fiir den stationiren
Zustand bei k=—1ix, steht.

Nunmehr liege £ auf der reellen Achse; man be-
trachtet also Streuzustidnde. Mittels Division von
Gl. (20) durch die reelle GroBe® a (k)b (k)= |b (k) |?
erhilt man jetzt (fiir »>r)

5 Wiirde auller a (k) auch b(k) verschwinden, so
wiirde jede der Randbedingung (4) gehorchende Lo-
sung fir r > r, verschwinden ; das wiirde zur Eindeutig-
keit der Losung im Widerspruch stehen.
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dinS(k) 1 da(k) 1 db(k)
dk  a(k) dk  b(k) dk
r
='iJ‘|uk(r’)|2dr’—«2ir (23)
0

1
+ = (S (k) e2ikr __ §—1 (k) €-2ikr) .

Rechts tritt wiederum das Normierungsintegral
der jetzt komplexen Funktion wu,(r) auf. Dieses
Integral kann natiirlich nicht bis »= oo erstreckt
werden; es wiirde dann divergieren. Der kleinste
erlaubte Wert auf der rechten Seite ist r=17,. Fiihrt
man die Phasenverschiebung 6 (k) ein durch die
Definition

Fik) = L0 (24)

[0 (k) ist reell fiir reelles k!], so folgt aus GI. (23)

To
ask) 1
% :EJ‘[uk(r)l?dr—ro
0

1
+ —=-sin (20 (k) +2kr,).

2% (25)

Man erkennt daraus, dafl der Anteil der durch
Gl. (8) definierten Wellenfunktion wu,(r) ,,im In-
nern‘‘ des Potentials (r<7,) besonders grof} ist,
wenn sich die Phase 6 (k) auf der reellen Achse
schnell d4ndert. Das ist aber genau bei den quasi-
stationdren (zerfallenden) Zustinden der Fall;
diese sind ndmlich dadurch gekennzeichnet, daf}
gilt7?:

S(+ k,+1k;) =0, S(+k,—ik;) =0 (26)
(k;> 0, k;< |k, |). Wenn Nullstellen und Pole ein-
fach sind, dndert sich die Phase 0 (k) daher auf
einem Intervall der Gréenordnung 2%; in der Um-
gebung von k=%, um etwa z.

Da das in Gl. (25) auftretende Integral stets
positiv, der Betrag des Sinus ferner nie gréfer als
eins ist, erhéilt man fiir dd (k)/d k in Potentialen der
Reichweite 7, (oder kleiner) folgende Ungleichungs-
kette:

dé (k) 1.
T —7'0+-2—];Sln(26(k)+2k7'0)

1
2—(70-{—%).

(27)

6 Vgl. die Bemerkungen im Anschlufl an Gl. (7).

7 Vgl.etwa C. Moller,l.c.2; W.Heisenberg, Theo-
rie des Atomkerns (Vorlesungen S. S. 1950), Max-
Planck-Institut fiir Physik, Gottingen 1951, S. 91 ff.
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Diese Ungleichung wurde kiirzlich von Wigner?
aus der allgemeineren Forderung der ,, Kausalitat
der Wechselwirkung (fiir »<r,) abgeleitet und in
ihrer Bedeutung diskutiert. Erfolgt die Wechsel-
wirkung mittels eines Potentials, so lafit sich die
Ungleichung zur GI. (25) verschérfen.

NOTIZEN

Herrn Prof. W. Heisenberg danke ich fiir sein In-
teresse an der vorliegenden Untersuchung, Herrn Prof.
C. Moller fir die kritische Durchsicht des Manu-
skripts und Herrn K. Symanzik fiir eine interessante
Diskussion iiber das analytische Verhalten der auftre-
tenden Funktionen.

NOTIZEN

Die Sperrfihigkeit
von legierten Si-Flichengleichrichtern

Von Adolf Herlet und Hubert Patalong

Laboratorium der Siemens-Schuckertwerke AG,
Pretzfeld

(Z. Naturforschg. 10a, 584—586 [1955]; eingeg. am 7. Mai 1955)

Legierte Si-Gleichrichter besitzen im allgemeinen
p-s-n-Struktur!. Thre Sperrfihigkeit ist ebenso wie die
der Gleichrichter mit p-n-Struktur durch einen aufler-
ordentlich steilen Anstieg des Sperrstromes begrenzt
(Abb. 1). Die ,,Grenzspannung‘“ Ugp? bei der der
Stromanstieg abrupt einsetzt, wurde von Pearson und
Sawyer unter der Annahme einer kritischen Feldstirke
von 2,5-105V cm~! aus dem Storstellengehalt bzw. aus
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Abb. 1. Sperrkennlinien von Siliciumgleichrichtern mit

intensiver Oberflichenbehandlung. 7"=300° K, Gleich-
richterflache /'=1—2 mm?2.

1 A. Herlet u. E. Spenke, Z. angew. Phys. 7
[1955], Heft 2, 3 und 4.

2 Wir vermeiden hier bewullt den hiufig benutzten
Ausdruck: ,,Zener-Spannung‘‘, da neben dem Zener-
Effekt auch andere Ursachen fiir den Steilanstieg ver-
antwortlich sein konnen. Vgl. z.B. K. G. McKay,

dem spez. Widerstand der beiden p- und n-leitenden
Bereiche einer p-n-junction abgeschitzt?®. Bei Gleich-
richtern mit p-s-n-Struktur geht praktisch nur der
spez. Widerstand der hochohmigen Mittelzone ein, und
die angegebene Formel reduziert sich z.B. im Falle
einer p-leitenden Mittelzone auf

Up %p
’oltﬁg (Qcm ’ (1)

Wir haben diesen Zusammenhang zwischen Grenz-
spannung Up und spez. Widerstand an legierten Si-
Gleichrichtern mit p-leitender Mittelzone gepruft
(Abb. 2). Die Darstellung enthiilt MeBwerte von etwa
30 Gleichrichtern mit sauber definiertem Steilanstieg
des Sperrstromes. Es sind hierbei jeweils kleinere Grup-
pen mit gleichem gp-Wert zu einem MeBpunkt zusam-
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Abb. 2. Grenzspannung UB als Funktion des spez. Wi-
derstandes gp des Mittelgebietes. — — — Verlauf von

Up mit on nach D. K. Wilson (sieche McKay?).

mengefalt (z.B. op=15—20 2 em; Up= 190, 230, 225,
197 und 200 Volt zu einem Mittelwert 208 Volt). Die
op-Werte wurden durch Sondenmessung (Zweispitzen-
methode) an den einkristallinen Siliciumstiben ge-
messen, die als Ausgangsmadterial fiur die Gleichrichter-
herstellung verwandt wurden. Bei der Bestimmung der
Grenzspannung Up lag eine gewisse Schwierigkeit dar-

Phys. Rev. 94, 877 [1954]. Dieser Arbeit entnehmen
wir auch die Bezeichnung Ug, deren Index B sich von
,,breakdown‘‘ herleitet.

3 G. L. Pearson u. B. Sawyer, Proc. Instn. Radio
Engrs, Aust. 40, 1348 [1952].



